Capitulo 6.

Arboles binarios de busqueda.

En listas enlazadas de n componentes las operaciones generales de insercién, descarte y
busqueda son O(n).

Como veremos, en arboles binarios de busqueda (bst por binary search trees) con n nodos estas
operaciones seran O(log, n) en promedio.

Un arbol presenta vinculos jerarquicos entre sus componentes y permite representar variadas
situaciones de interés. Por ejemplo: la estructura de un directorio, la conectividad entre vértices
de un grafo, representacién de expresiones, el almacenamiento de las palabras reservadas,
diccionarios, etc.

6.1. Definiciones.

Un arbol es una coleccion de cero 0 méas nodos vinculados con una relacion de jerarquia.
Un arbol con cero nodos se denomina arbol vacio.

Un arbol tiene un nodo especial, o punto de entrada a la estructura, denominado raiz.

La raiz puede tener cero o0 mas nodos accesibles desde ella. El conjunto de esos nodos forman
subéarboles de la raiz, y son nodos descendientes de la raiz. La raiz es el ancestro de sus
descendientes.

El nodo raiz no tiene ancestros.

Un subarbol es un nodo con todos sus descendientes.
Un nodo sin descendientes es una hoja. Una hoja no tiene nodos hijos.

Un arbol es un: arbol vacio o un nodo simple o
un nodo que tiene arboles descendientes.
La definicidn es recursiva. Se define un arbol en términos de arboles.

Una trayectoria del nodo n; al nodo ny, es una secuencia de nodos desde n; hasta n, tal que n; es
el padre de n;,;. Existe un solo enlace o vinculo entre un padre y sus hijos.

Largo de una trayectoria es el numero de enlaces en la trayectoria. Una trayectoria de k nodos
tiene largo k-1.

Alto de un nodo: largo de la trayectoria mas larga de ese nodo a una hoja.
Profundidad de un nodo: es el largo de la trayectoria de la raiz a ese nodo.
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2 Estructuras de Datos y Algoritmos

Ejemplos de definiciones.
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Figura 6.1. Arboles.

El nodo con valor 3 es la raiz. Los nodos con valores: 1, 5y 9 son hojas. Los nodos con valores:
4, 6 y 8 son nodos internos. El nodo con valor 6 es hijo de 3 y padre de 8. EI nodo con valor 4
es ancestro del nodo con valor 5. {8, 9} y {4, 5} son subarboles. El hodo con valor 1 es subarbol
de la raiz. Los nodos con valores: 1, 6 y 0 son hermanos, por tener el mismo padre. El conjunto
de nodos con valores: {3, 6, 4, 5} es una trayectoria, de largo 3. Alto del nodo con valor 6 es 2.
La profundidad del nodo con valor 5 es 3.

Todos los nodos que estan a igual profundidad estan en el mismo nivel.
La profundidad del arbol es la profundidad de la hoja mas profunda.

Se dice que un arbol es una estructura ordenada, ya que los hijos de un nodo se consideran
ordenados de izquierda a derecha. También es una estructura orientada, ya que hay un camino
Unico desde un nodo hacia sus descendientes.

6.2. Arbol binario.

Cada nodo puede tener: un hijo izquierdo, o un hijo derecho, 0 ambos o sin hijos. A lo mas cada
nodo puede tener dos hijos.

Un &rbol binario esta formado por un nodo raiz y un subarbol izquierdo | y un subarbol derecho
D. Donde | y D son arboles binarios. Los subarboles se suelen representar graficamente como

triangulos.
Arbol_ binario

S
VANV

Figura 6.2. Arbol binario.
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Arboles binarios de blsqueda 3

Definicién de tipos de datos.

Usualmente el arbol se trata como conjunto dindmico, mediante la creacion de sus nodos bajo
demanda. Es decir, un nodo se crea con malloc, y contiene punteros a otros nodos de la
estructura.

En caso de un &rbol binario, debe disponerse al menos de dos punteros. Se ilustra un ejemplo
con una clave entera, no se muestra espacio para la informacion periférica que puede estar
asociada al nodo. En la implementacién de algunas operaciones conviene disponer de un
puntero al padre del nodo, que tampoco se declara en el molde del nodo.

typedef struct moldenode

{

int clave;
struct moldenode *left;
struct moldenode *right;
} nodo, * pnodo;
6.3. Arbol binario de busqueda.
Para cada nodo de un arbol binario de bisqueda debe cumplirse la propiedad:

Las claves de los nodos del subarbol izquierdo deben ser menores que la clave de la raiz.
Las claves de los nodos del subarbol derecho deben ser mayores que la clave de la raiz

() 2

—O0—e—0—>
/N N T
| D
Figura 6.3. Arbol binario de blsqueda.
Esta definicion no acepta elementos con claves duplicadas.
Se indican en el diagrama de la Figura 6.3, el descendiente del subarbol izquierdo con mayor
clave y el descendiente del subéarbol derecho con menor valor de clave; los cuales son el

antecesor y sucesor de la raiz.

El siguiente arbol no es binario de bisqueda, ya que el nodo con clave 2, ubicado en el subarbol
derecho de la raiz, tiene clave menor que ésta.
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4 Estructuras de Datos y Algoritmos

Figura 6.4. No es arbol binario de busqueda.

Los siguientes son arboles de busqueda ya que cumplen la propiedad anterior.

D Qo

Figura 6.5. Varios arboles binarios de basqueda con distinta forma.

La generacidn de estos arboles depende del orden en que se ingresen las claves en los nodos, a
partir de un arbol vacio. El de la izquierda se generd insertando las claves en orden de llegada:
2,1,4,3,5(0bien: 2,4, 1,5, 3). El de més a la derecha, se generd con la llegada en el orden: 5,
4,3,2,1.

Los dos arboles de mas a la izquierda, en la Figura 6.5, se denominan balanceados, ya que las
diferencias en altura de los subarboles izquierdo y derecho, para todos los nodos, difieren a lo
mas en uno. Los tres a la derecha estan desbalanceados. El dltimo tiene la estructura de una
lista, y es un arbol degenerado.

6.4. Célculos de complejidad o altura en arboles.
6.4.1. Arbol completo.

Se denomina arbol completo, a aquél que tiene presentes todas las hojas en el menor nivel. La
raiz es de nivel cero, los hijos de la raiz estan en nivel 1; y asi sucesivamente.

Deduciremos, de manera inductiva la altura de las hojas en funcién del nimero de nodos.

El caso méas simple de un arbol completo tiene tres nodos, un nivel y altura dos. Hemos
modificado levemente la definicion de altura, como el nimero de nodos que deben ser revisados
desde la raiz a las hojas, ya que la complejidad de los algoritmos dependera de esta variable.

Arbol de nivel 1.
Nodos = 3= 2%1

Profesor Leopoldo Silva Bijit 20-01-2010



Arboles binarios de blsqueda

Altura=2

&b

Figura 6.6. Arbol completo de nivel 1.
Arbol de nivel 2.

Nodos = 7 = 2°-1
Altura=3

Figura 6.7. Arbol completo de nivel 2.
Arbol de nivel 3.

Nodos = 15 = 2*-1
Altura=4

Figura 6.8. Arbol completo de nivel 3.
Se deduce para un arbol de m niveles:
Arbol de nivel m.
Nodos = n = 2"-1
Altura=A=m+1
Hojas = 2"
Nodos internos = n — Hojas
De la expresion para el nimero de nodos, puede despejarse A, se logra:

A =log,(n+1) = O(log n)

Resultado que es simple de interpretar, ya que cada vez que se sigue una trayectoria por un
determinado subéarbol, se descarta la mitad de los nodos. Es decir, se rige por la relacion de
recurrencia: T(n) = T(n/2) +c, con solucién logaritmica. Esta propiedad le otorga, a la
estructura de é&rbol binario de bdsqueda, grandes ventajas para implementar conjuntos
dindmicos, en relacion a las listas, que permiten elaborar algoritmos de complejidad O(n).

La demostracion por induccion matematica completa, del resultado anterior, es sencilla de

deducir a partir del caso m-avo.
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6 Estructuras de Datos y Algoritmos

Puede demostrarse por induccién completa, el siguiente teorema:
Teorema: Un arbol perfectamente balanceado que tiene n nodos internos tiene (n+1) hojas. El
que se demostrara en 6.4.4.

También se denominan arboles perfectamente balanceados, en éstos todas las hojas tienen igual
profundidad.

6.4.2 Arboles incompletos con un nivel de deshalance.

Se ilustran los tres casos de arboles, de nivel dos, con un nivel de desbalance, paran=4, 5y 6.
Un arbol con 3 nodos es completo en caso de aceptarse sélo un nivel de desbalance. Lo mismo
puede decirse de un arbol con 7 nodos y que tenga un nivel de desbalance.

Arboles de nivel 2.

Nodos de 4 a 6. De 2°* hasta 23- 2.
Altura = 3 en peor caso.

Figura 6.9. Arboles incompletos de nivel 2.
Arboles de nivel 3.
Nodos de 8 a 14. De 2** hasta 2*-2
Altura = 4 en peor caso.
Arboles de m niveles.
Nodos de 2** hasta 2°-2.
Altura A.

La inecuacion:

241 <n<2" -2 tiene como solucién: A <= (1 + logy(n) ) para la primera desigualdad y
A>= log,(n+2) para la segunda.

Se pueden encontrar constantes que acoten, por arriba y por abajo a ambas funciones:
1*log,n <=log,(n+2) <= A <= 1+log,n <= 1.3* log,n para n>10,079.

> solve(l+(1n(n)/1n(2))<1.3*1n(n)/1n(2));
RealRange (Open(10.07936840 ), «)

Entonces, se tiene:
A = &(log n)
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Veremos mas adelante la estructura denominada heap, la cual puede interpretarse como un arbol
perfectamente balanceado excepto que en el mayor nivel no estd completo. Si no estd completo,
se van agregando nodos de izquierda a derecha.

El peor caso para la altura, se tiene con un arbol degenerado en una lista, en el cual la altura
resulta O(n).

6.4.3. Arboles construidos en forma aleatoria.

Para n nodos, con claves: 1, 2, 3, ..., n, se pueden construir n! arboles. Ya que existen n!
permutaciones de n elementos. El orden de los elementos de la permutacién, es el orden en que
se ingresan las claves a partir de un arbol vacio.

Lo que se desea conocer es la altura A,, definida como la altura promedio de las busquedas de
las n claves y promediadas sobre los n! arboles que se generan a partir de las n! permutaciones
gue se pueden generar con la n claves diferentes.

Si el orden de llegada de las claves que se insertan al arbol se genera en forma aleatoria, la
probabilidad de que la primera clave, que es la raiz, tenga valor i es 1/n. Esto en caso de que
todas las claves sean igualmente probables.

Se ilustra esa situacion en el siguiente diagrama.

o
NN

Figura 6.10. Raiz con valor i.

Se considera que el subarbol izquierdo contiene (i-1) nodos; por lo tanto el subarbol derecho
contiene (n-i) nodos. Esto debido a la propiedad de arbol de busqueda, en el subarbol izquierdo
debe tenerse los (i-1) valores menores que la clave i de la raiz.

Denominamos A, ; al largo promedio de las trayectorias en el subarbol derecho, y A_, al largo

promedio de las trayectorias del subarbol que contiene (i-1) nodos. Esto asume que el resto de
las permutaciones de las (n-1) claves restantes son igualmente probables.

Es decir:
Los i-1 nodos del subéarbol izquierdo tienen largo de trayectorias promedio igual a A _, +1.

Los n-i nodos del subarbol derecho tienen largo de trayectorias promedio igual a A, ; +1.
La raiz tiene un largo de trayectoria igual a 1.
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8 Estructuras de Datos y Algoritmos

El promedio ponderado, de los largos de trayectoria para buscar los n nodos, para el arbol con
claveien laraiz es:

)= (I-DA,+D+1+(n-D)(A +1)

n

A

Y promediando considerando que el nodo i, en la raiz, puede ser: 1,2, 3, ..., n

1S .
A ==> A)
)
Reemplazando la expresion para A, (i) se tiene:

1in j-1
=D (

n4' n

1 n-i
A = (AL+D) +lH+T(A"i +1)

efectuando factorizaciones:

A= S (-DA, 0+ (1-DA)

Sumando el término que no depende de i, resulta:

A =1+ 53 ((-DA, + (1-)A,.)

El ultimo paso considera que n es una constante, ya que el indice de la sumaes i.

En la Gltima sumatoria, los dos factores a sumar, dan origen a iguales sumandos. En ambas
sumatorias se obtiene: 0-A) +1-A +...(n-1)- A,

Resulta entonces:

i=n

A=1+5 3 (i-DA,

i=1

Efectuando un cambio de variables, se obtiene:

i=n-1

A1=1+n—222ip,

i=1

Se tiene una relacion de recurrencia de orden (n-1). Se requieren conocer (n-1) términos para
calcular el n-avo.

La cual puede ser transformada en una relacion de recurrencia de primer orden, por el siguiente
procedimiento:
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a) Se reemplaza n por (n-1), en la relacion anterior, con lo que se obtiene:

2 i=n—2_
A =1+—(n e le 1A

b) Se extrae el término (n-1) de la sumatoria, de la relacidn de recurrencia de orden (n-1), con lo
gue se obtiene:

A1+ 2(-DAL+ 2 S iA

n i=1

Si se despeja la sumatoria de la relacion obtenida en a) y se reemplaza en la sumatoria de la
relacion obtenida en b), quedara una relacion de recurrencia de primer orden; es decir, A en

términos de A .

2 (Aql H(n-1)°

5 )

A = 1+—(n DAL+

Arreglando:

A =n—12«n2 1A, +2n-1)

Empleando maple, la solucion de esta recurrencia, para n>1 es:

2(n+1)¥Y(n+1)+2y-3n+2yn
n

A =
n
Donde ¥(n) es la funcién digama.

La relacién también puede resolverse mediante la funcion arménica.
11 1
H,=1l+=—+=-+...+=
2 n
Dando como resultado:

NP LA
n

El procedimiento no es trivial. Se da el resultado sin desarrollo.

Para verificar que es solucion puede reemplazarse ésta en la ecuacién de recurrencia, con lo que
se obtiene:

2”T+1H —3——((n —1)(2—1H —3)+2n-1)

La cual es una identidad, ya que se obtiene, luego de un trabajo algebraico:
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10 Estructuras de Datos y Algoritmos

H-H =1
n

n n-1

Retomando el calculo, la funcién armdnica puede ser aproximada por la funcién gama
(constante de Euler, y=0,577....), mediante:

H, :7/+In(n)+1 1 +....

n2
Si n es grande:

H, ~In(n)

A ~2H, -3

Lo cual permite obtener, finalmente:
A, ~2In(n) =6(logn)

Resultado que garantiza que en promedio, el largo promedio de cualquier trayectoria en un
arbol generado aleatoriamente es de complejidad logaritmica.

1,4 logy(n)

Generado aleatoriamente

balanceado

0 200 400 GO0 800 1000 1200 1400 1600 1600 2000

Figura 6.11. Altura de &rbol generado aleatoriamente.
La gréafica muestra que para arboles de tipo 1000 nodos, deben recorrerse cerca de nueve nodos
desde la raiz hasta las hojas (peor caso), si esta balanceado. El largo promedio de los recorridos
es 12 en un arbol generado aleatoriamente, y 1000 en peor caso.

Otra forma de expresar el resultado, es considerando el alargue de la trayectoria en términos del
largo para un arbol perfectamente balanceado. Este era A = log,(n+1), entonces para n grande:
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A 200 o ine) ~1,386
A~ Tog,(n)

El resultado establece que el promedio de alargue es de un 39%. Pero esta cota es para el caso
promedio, ademas si n es relativamente grande el alargue es menor. Se muestra una gréafica del
alargue, en funcion de n. Para arboles con menos de 2000 nodos el alargue es menor que un
22%.

Gohd Todon

Figura 6.12. Alargue de altura de arbol generado aleatoriamente.
Si dada la naturaleza de la aplicacién se desea tener un peor caso con complejidad logaritmica,
debemos garantizar que el arbol se mantendra lo mas balanceado posible. Existen una serie de
algoritmos que logran este objetivo: Arboles: coloreados, 2-3, AVL.
6.4.4. Namero de comparaciones promedio en un arbol binario de blsqueda.

6.4.4.1. Arbol binario externo

Se consideran las hojas como nodos externos.

Figura 6.13. Nodos internos y externos.

Teorema

Para un arbol binario de bdsqueda de n nodos internos el correspondiente arbol binario externo
tiene: (2n + 1) nodos. Hay (h+1) nodos externos u hojas.
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12 Estructuras de Datos y Algoritmos

Demostracion.

Por induccion completa, cuyo método resumimos a continuacion:

Se tiene un conjunto y una propiedad que puede expresarse mediante una formula P(n), se
verifica:

1° Que la propiedad se cumpla para el primer elemento o los primeros elementos del conjunto.
2° Que dado P(n) se cumpla que: P(n) = P(n+1).

La conclusion es: Todos los elementos del conjunto cumplen esa propiedad. Esta forma de
razonamiento también se denomina por recurrencia.

Sea n, el numero de nodos internos, y n, el nimero de nodos externos.

Para n, = 1setiene: n,=2 ysecumpleque: n,=n +1

Figura 6.14. P(1): ne=n;+ 1

Para n;= 2 se tiene: n,=3 y se cumple que: ne=n;+1

Figura 6.15. P(2): ne=n;+ 1
En este caso se pueden formar dos arboles. Si a partir de un arbol vacio, llegan las claves en
orden 2,1 6 1, 2, se tienen los diagramas anteriores.
Supongamos que para n; = n se tiene que: n.=n+1 entonces:

Para n; = n+1 podemos agregar el nodo interno de dos formas: Una reemplazando a un nodo
externo, o bien intercalandolo entre dos nodos internos.

En el primer caso, disminuye en uno el nimero de nodos externos, pero luego se agregan dos

nodos externos, se tendré;
n=(n+l)-1+2=(n+l)+1=n;+ 1 yse cumple la propiedad.
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Figura 6.16. Primer caso de P(n+1): ne=n;+ 1

En el segundo caso:
ne’=(n+l) +1= n;+1 también se cumple la propiedad.

Figura 6.17. Segundo caso de P(n): ne=n;+ 1

6.4.4.2. Largos de trayectorias interna y externa.

Teorema.

Sea el largo de la trayectoria interna I(n), la suma de las alturas de todos los nodos internos;
y sea el largo de la trayectoria externa E(n), la suma de las alturas de todos los nodos
externos.

Entonces: EN=In+2n+1)

Demostracion por induccién.
La propiedad P(n), se cumple para el caso base, conn =1.

Figura6.18. P(1): E(n)=1I(n) + (2n+ 1)

I(1)=1,E(1)=2+2=4
E(L) = 1(1) + (2*1 + 1) = 4

Para n=2, en ambos diagramas:
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Figura6.19. P(2):E(n)=I(n)+(2n+1)

1(2)=1+2=3
E(2)=3+3+2=8
E(2) =1(2) + (2*2 +1) =8 Entonces P(2) se cumple.

Notese que I(n) es el nimero de comparaciones de claves que deben realizarse para encontrar
todos los nodos. También se tiene que E(n) —(n+1) es el nimero de comparaciones que deben
realizarse para encontrar las hojas o nodos externos; se cuentan sélo las comparaciones de
claves.

La hipdtesis inductiva, esta basada en asumir P(n) verdadero y demostrar que:
P(n) =P(n+1)

Se cumple E(n) = I(n) + (2n+1)

Se reemplaza cualquiera de los nodos externos, digamos uno ubicado a altura d de la raiz, por
un nodo interno y sus dos hijos externos:

n+1

Figura 6.20. Primer caso de P(n): E(n) =1I(n) + (2n +1)

Los nuevos largos, para el arbol con (n+1) nodos internos quedan:

I(n+1) = I(n) + d ya que el nodo b tiene altura d respecto de la raiz.

E(n+1)’ = E(n) — d + 2(d+1) ya que pierde un nodo con altura d, pero adquiere dos a distancia
(d+1).

Entonces reemplazando P(n) en el largo externo queda:
E(n+1)’=1(n) + (2n+1) —d + 2(d+1) = I(n) +d + 2n +1 + 2

Y empleando la relacion para I(n+1), resulta:

E(n+1)’ = I(n+1) + 2(n+1) + 1 que demuestra que P(n+1) se cumple.
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Falta analizar la situacion en la que se intercala un nodo a altura d de la raiz, entre dos nodos

internos.
Q) (a)

Figura 6.21. Segundo caso de P(n): E(n) =1(n)+ (2n+1)

Los nuevos largos en funcién de la situacién para n nodos internos, se pueden plantear:
I(n+1) =1(n) +d + k. Con k igual al nimero de nodos internos bajo el insertado.
E(n+1)”’ = E(n) + (d+1) +j. Con j igual al nimero de nodos externos bajo el insertado.

Se tiene que j = k+1, ya que para un arbol de k nodos internos se tienen (k+1) nodos externos.
Reemplazando j y el valor de E(n) mediante la propiedad P(n) se tiene:
E(n+1)”’ = (I(n) + 2n+1) + (d+1) + k+1 = I(n) +d +k + 2n+3.

Reemplazando el valor de 1(n+1) se obtiene:
E(n+1)”’ = I(n+1) + 2n+3 = I(n+1) + 2(n+1) +1 que muestra que P(n+1) se cumple.

6.4.4.3. BUsquedas exitosas y no exitosas.

Teorema
e S(n)<1.39 log, (n) = S(n) =6(log, n)
e U(n)<1.391log, (n+1) = U(n) = ©(log; n)

Sea S(n) el nimero de comparaciones en una busqueda exitosa en un arbol binario de busqueda
de n nodos internos, construido aleatoriamente.
Para un arbol dado el nimero esperado de comparaciones para encontrar todas las claves es:

S(n) = I(n)/n
S(1)=1
S(2) =3/2
I(1)=1,1(2) =3

Sea U(n) el nimero de comparaciones en una busqueda no exitosa en un arbol binario de
busqueda de n nodos internos, construido aleatoriamente.

Para un érbol dado, U(n) es el nimero esperado de comparaciones para encontrar todas las hojas
es:

E(n)—(n+1)

U= n+1

Una busqueda no exitosa termina en uno de los (n+1) nodos externos.
u@l)=2
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U(2) =5/3
E(1) = 4, E(2) =8

U(0) =0 yaque E(0) =1y n=0

Figura 6.22. Evaluacion de U(0).

Relacion entre S(n) y U(n).

Puede expresarse el nimero promedio de comparaciones en una blsgueda exitosa S, en términos
del nimero de comparaciones no exitosas U, eliminando las variables E e I, empleando la
relacion entre éstas, segun:

I(n) _ E(n)—-(2n+1) _ (n+)U(n)+(n+1)—-(2n+1)

S(n) =
n n n

Resulta:
S(n) = (1+%)u (n)-1

La insercion de un nuevo valor de clave en un arbol de busqueda implica un recorrido
descendente, desde la raiz hasta una hoja, es decir una blsqueda no exitosa. Esto debido a que
no se aceptan claves repetidas.

Entonces: Se requiere una comparacion adicional para encontrar una clave en una busqueda
exitosa gque lo que se requiere para insertar la clave en una bisqueda no exitosa que precede a su
insercion.

Si la busqueda encuentra al nodo en la raiz se requieren U(0) +1 comparaciones, ya que fue el
primero que se inserto.
Si el buscado fue el k-ésimo insertado, se requieren U(k-1) +1 comparaciones para encontrarlo.

Como el nodo buscado puede haber sido insertado en un arbol vacio o en un arbol que ya
tuviera 1, 2, .. 0 (n-1) nodos se tiene, el siguiente promedio para las comparaciones:

n) = V@O +)+U@D+D)+..(U(n-1)+1)
n

S(n)=%§(U(k—1)+1)

S(

1 k=n 1 k=n-1
S(N)=1+=YUK-D)=1+= Y U(K)
N k=1 N k=0
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Relacion de recurrencia para U(n).
Igualando las dos expresiones para S(n), se obtiene:

1 1 k=n-1
@+=)U(n)-1=1+= Y U(k)
n N k=0
Despejando:

(n+DU(n) = 2n + kzg”‘lu )

Si en la anterior se reemplaza, n por n-1, se obtiene:

U (n—1) = 2(n 1) + szu (k)

Restando la segunda a la primera, se obtiene:

(n+HYU(n)—-nU(n-1)=2+U(n-1)

Despejando U(n), se logra, la relacién de recurrencia de primer orden, con U(0) =0:

U(n)=U(n-1)+—>
n
Que puede resolverse, mediante el siguiente método:
Remplazando n por n-1, n-2, ...2, 1 se tienen:
U(n—l):U(n—2)+g
n

U(n—2)=U(n—3)+n%

U()=U(0)+1

Las que reemplazadas en la expresion para U(n) permiten expresar:

U(n):U(O)+§+§+...+ 2 2

2 2
+ +—+
n-2 n-1 n n+l
Sumando y restando uno y factorizando por dos, se tiene:
U(n):U(O)+2(—1+1+1+1+...+ 1 1

+=+ )
n-1 n n+l
Reemplazando mediante H(n), la funcion armonica, cuya suma es conocida:
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18 Estructuras de Datos y Algoritmos

H(n):l+l+1+...+—1 +l
2 3 n-1 n

Uin)=U@0)+2(H(n+1)-1)
Finalmente, con U(0)=0:
un)=2(H(n+1)-1)

La que puede aproximarse por:
U(n) ~2In(n+1)
Relacion de recurrencia para S(n).

Reemplazando U(n) en la expresion para S(n):
S(n)=(1+ 1)2(H (n+)-1)-1
n

S(n)=(1+ E)2(H (n) +i—1) -1
n n+1

Resultando:

S(n) = 2(1+%)H(n)—3

Aproximando:
S(n) ~2H(n)
S(n) = 2In(n) = 2In(2) log, (n) =1,391og, (n) = ®(log, (n))
Finalmente:
S(n) =©(log,(n))

1,3log(n)

a 200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 6.23. S(n) es ©(log,(n)).
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Teorema
Después de insertar n claves en un arbol binario de blsqueda T, inicialmente vacio, la altura
promedio de T es ©(log, n).

6.5. Recorridos en arboles.

Se denominan recorridos a la forma en que son visitados todos los nodos de un arbol.
Existen tres modos de recorrido, con las siguientes definiciones recursivas.

6.5.1. En orden:

Se visita el subarbol izquierdo en orden;
Se visita la raiz;
Se visita el subarbol derecho en orden;

6.5.2. Pre orden:

Se visita la raiz;
Se visita el subarbol izquierdo en preorden;
Se visita el subarbol derecho en preorden;

6.5.3. Post orden:

Se visita el subarbol izquierdo en postorden;
Se visita el subarbol derecho en postorden;
Se visita la raiz;

6.5.4. Ejemplo de recorridos.

Recorrer el arbol formado con el siguiente conjunto de claves: { n0, n1, n2, n3, n4, n5}, y cuyo
diagrama se ilustra en la figura 6.24.

En orden:

{n1, n3, n4}, n0, {n2, n5}
n3, n1, n4, n0, {n2, n5}
n3, nl1, n4, n0, n2, n5

Pre orden

no, {n1, n3, n4}, {n2, n5}
n0, ni, n3, n4, {n2, n5}
n0, nl, n3, n4, n2,n5

Post orden

{n1, n3, n4}, {n2, n5}, n0
n3, n4, nl, {n2, n5},n0
n3, n4, nl1, n5, n2, n0
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Figura 6.24. Arbol con claves {n0, n1, n2, n3, n4, n5}.

6.5.5. Arboles de expresiones.
Un arbol puede emplearse para representar la vinculacion entre operadores y operandos.

Notacion in situ, corresponde a recorrido en orden: (a*b)/(c +d)

Figura 6.25. Arbol que representa a: (a * b) / (c + d)
Notacion polaca inversa, corresponde a recorrido en post orden: ab*cd+/

Tarea: Encontrar expresion in situ para la polaca inversa:abc/+def*-*
6.5.6. Arboles de derivacion.

Los compiladores emplean arboles de derivacién para verificar la construcciéon de sentencias
sintacticamente correctas.

/semenda\
if ~ (Condicion) sentencia else  sentencia

A n“(c/m‘{iom\sen‘tencia A
A A

Figura 6.26. Arbol de derivacion.

6.6. Operaciones en arboles binarios.

Al estudiar las operaciones mas frecuentes en arboles y al analizar sus complejidades se podra
notar el poder de esta estructura de datos para implementar los conceptos de buscar y
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seleccionar. Los arboles son necesarios para dar soporte a esas operaciones basicas de conjuntos
dinamicos.

6.6.1. Operaciones basicas

6.6.1.1. Crear arbol vacio.

La variable arbol debe ser un puntero en zona estatica o en el stack. A través de este puntero se
tiene acceso a las componentes.

pnodo arbol=NULL;

6.6.1.2. Crea nodo inicializado con un valor de clave.

pnodo CreaNodo(int valor)

{ pnodo pi=NULL;

if ( (pi= (pnodo) malloc(sizeof(nodo))) ==NULL) exit(1);
else

{
pi->clave=valor; pi->left=NULL,; pi->right=NULL;

}

return(pi);
6.6.1.3. Ejemplo de uso.
arbol = CreaNodo(5);  //si el arbol estaba vacio, crea raiz del arbol con clave igual a 5.
6.6.2. Operaciones de recorrido

6.6.2.1. Mostrar en orden
Diferentes arboles de blsqueda que almacenen las mismas claves son mostrados en el mismo
orden al efectuar este recorrido.

Un arbol de busqueda preserva el ordenamiento de sus componentes independiente de su
forma.

Una técnica de importancia para efectuar disefios recursivos consiste:
a) En conceptualizar lo que realiza la funcién y asumir que ésta realiza su objetivo.
b) En establecer las condiciones de término de las reinvocaciones.

En el disefio de mostrar en orden, es simple establecer que el término se logra cuando no se
encuentran los hijos de las hojas.
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void RecorraEnOrden(pnodo p)
{

if (p!= NULL) //si lleg6 a las hojas o es un &rbol vacio.

RecorraEnOrden(p->left); //primero recorre el subarbol izquierdo.
printf ("%d \n", p->clave); //terminado lo anterior, imprime el nodo apuntado por p
RecorraEnOrden(p->right);
}
}

La complejidad de un recorrido que debe visitar n nodos puede intuirse que serd ®@(n).

Si se tiene un arbol de n nodos, y si se asume arbitrariamente que el subarbol izquierdo tiene k
nodos, se puede plantear que la complejidad temporal del recorrido es:

T(n) = T(K) + (1) + T(n-k-1)

Considerando de costo constante la impresion, y la evaluacién del condicional.

Para simplificar el calculo podemos asumir un arbol balanceado.
T(n) = T(n/2)+ ©(1)+ T(n/2 -1)

Y para grandes valores de n, podemos simplificar ain mas:
T(n) = 2*T(n/2) que tiene por solucién: T(n) = n = @(n)

Otro célculo es considerar el peor caso para el subarbol derecho:

T(n) =T(1) + ©(1) + T(n-2)

La que se puede estudiar como

T(n) = T(n-2) +2 con T(1) =1, T(2) =1 que tiene por solucion

T(n) = n —(1/2)(1+(-1)"). EIl segundo término toma valor cero para n par, y menos uno para n
impar. Puede despreciarse para grandes valores de n, resultando: T(n) = ©(n)

Si se desea mostrar el nivel, de cada nodo, basta una pequefia modificacion, agregando un
argumento nivel; cada vez que se desciende un nivel se incrementa éste en uno. Lo cual es un
ejemplo de las posibilidades que tienen los algoritmos recursivos.

void inorder(pnodo t, int nivel)
{
if (t!=NULL) {
inorder(t->left, nivel+1);
printf ("%d %d \n", t->clave, nivel);
inorder(t->right, nivel +1);
}
}

Ejemplo de uso:
inorder(arbol, 0); //Imprime considerando la raiz de nivel cero.
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6.6.2.2. Mostrar en post-orden

void prtpostorder(pnodo p)
if (p!= NULL)
{

prtpostorder(p->left);
prtpostorder(p->right);
printf ("%d \n", p->clave);
}
¥

6.6.2.3. Mostrar en pre-orden
void prtpreorder(pnodo p)

if (p!= NULL)

printf ("%d \n", p->clave);
prtpreorder(p->left);
prtpreorder(p->right);
}
}

6.6.3. Operaciones de consulta.

Se suele pasar como argumento la raiz del arbol.
6.6.3.1. Seleccionar el nodo con valor minimo de clave.

Considerando la propiedad de orden del arbol de busqueda, debe descenderse a partir de la raiz
por el subarbol izquierdo hasta encontrar un nodo con hijo izquierdo nulo, el cual contiene el
valor minimo de clave. Debe considerarse que el arbol puede estar vacio.

La implementacion iterativa de esta operacién es sencilla de implementar. Se retorna puntero al
nodo con valor minimo de clave, y NULL si el arbol esta vacio.

pnodo BuscarMinimolterativo(pnodo t) {
while (t = NULL){
if (t->left == NULL ) return (t); //apunta al minimo.
else t=t->left; //desciende

¥

return (t); /* NULL si &rbol vacio*/

}
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t

t->left \;O
A

Figura 6.27. Variables en BuscarMinimolterativo.

/* Algoritmo recursivo. Descender siempre por la izquierda */
pnodo BuscaMinimo(pnodo t) {
if (t == NULL) return(NULL); //si &rbol vacio retorna NULL
else
I/ Sino es vacio
if (t->left == NULL) return(t); /I Si no tiene hijo izquierdo: lo encontro.
else return( BuscaMinimo (t->left) ); //busca en subarbol izquierdo.

}

Otra forma de concebir la funcion, es plantear primero las condiciones de término, y luego
seguir tratando de hacer lo que la funcion realiza, pero acercandose a la solucién.

pnodo BuscaMinimo(pnodo t)

{
if (t==NULL) return(NULL); //si arbol vacio retorna NULL

if (t->left == NULL) return(t); // Si no tiene hijo izquierdo: lo encontrd.
return( BuscaMinimo (t->left) ); //busca en subarbol izquierdo.

t t\?
t \_ t->left ;f t->left

Figura 6.28. Condiciones en BuscaMinimo

}

La complejidad del algoritmo es O(a), donde a es la altura del arbol. Esta en promedio es
O(logz(n)) , y en peor caso O(n).

6.6.3.2. Seleccionar el nodo con valor méximo de clave.

Algoritmo: Descender a partir de la raiz por el subarbol derecho hasta encontrar un nodo con
hijo derecho nulo, el cual contiene el valor maximo de clave. Debe considerarse que el arbol
puede estar vacio.
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pnodo BuscarMaximolterativo(pnodo t) {
while (t!= NULL)

if (t->right == NULL ) return (t); //apunta al mé&ximo.
else t=t->right; //desciende

return (t); /* NULL Si &rbol vacio*/
}

I* Recursivo */
pnodo BuscaMaximo(pnodo t)

{
if (t==NULL) return(NULL); //si arbol vacio retorna NULL

if (t->right == NULL) return(t); // Si no tiene hijo derecho: lo encontrd.
return( BuscaMaximo (t->right) ); //sigue buscando en subarbol derecho.

}

Si en las funciones obtenidas en 6.6.3.2. se cambian left por right y viceversa se obtienen las
funciones anteriores. Esta es una importante propiedad de los arboles binarios de busqueda.

6.6.3.3. Nodo descendiente del subarbol derecho con menor valor de clave.

Se ilustra un ejemplo de arbol binario de bdsqueda, en el cual si t apunta a la raiz, se tendra que
el nodo con clave 6 es el menor descendiente del subarbol derecho.

Figura 6.29. Menor descendiente subarbol derecho.

Disefio recursivo.
Se emplea la funcion BuscaMinimo, que es recursiva.

pnodo MenorDescendienteSD(pnodo t)

{
if (t==NULL) return(NULL); //si &rbol vacio retorna NULL

if (t->right == NULL) return(NULL ); // Si no tiene hijo derecho no hay sucesor.
return( BuscaMinimo (t->right) ); //sigue buscando en subarbol derecho.

}
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Para el disefio iterativo, cuando existe subarbol derecho, deben estudiarse dos casos, los cuales
se ilustran en la Figura 6.30.

El caso D1, un nodo sin hijo izquierdo, indica que se encontrd el minimo.
El caso D2, debe descenderse por el subarbol derecho de t, por la izquierda, mientras se tengan
hijos por la izquierda.

t

D1
D2

Figura 6.30. Casos en blsqueda del menor descendiente

pnodo MenorDescendientelterativoSD(pnodo t)
/*menor descendiente de subarbol derecho. */
{ pnodo p;
if (t == NULL) return(NULL); //si arbol vacio retorna NULL
if (t->right == NULL) return(NULL ); // Si no tiene hijo derecho no hay sucesor.
else p = t->right;
while ( p->left 1= NULL) { /* Mientras no tenga hijo izq descender por la izq. */
p = p->left;

}
/*Al terminar el while p apunta al menor descendiente */
return (p); /* Retorna el menor */

6.6.3.4. Sucesor.

Dado un nodo encontrar su sucesor no es el mismo problema anterior, ya que el nodo podria ser
una hoja o un nodo sin subarbol derecho. Por ejemplo en la Figura 6.29, el sucesor del nodo con
clave 4 es el nodo con clave 5. El sucesor del nodo 2 es el nodo con valor 3.

Se requiere disponer de un puntero al padre del nodo, para que la operacion sea de costo
logaritmico, en promedio.

Si un nodo tiene subarbol derecho, el sucesor de ese nodo es el ubicado mé&s a la izquierda en
ese subarbol (problema que se resolvi6 en 6.6.3.3); si no tiene subarbol derecho, es el menor
ancestro (que esta sobre el nodo en la trayectoria hacia la raiz) que tiene a ese nodo en su
subarbol izquierdo.

Profesor Leopoldo Silva Bijit 20-01-2010



Arboles binarios de blsqueda 27

©O.

(1) (8)
@& ©
3 @
t—>(4)

Figura 6.31. Sucesores de distintos nodos.

Algoritmo:
Si el arbol no es vacio.
Si no tiene subéarbol derecho:
Mientras exista el padre y éste apunte al nodo dado por la derecha se asciende:
Hasta encontrar el primer padre por la izquierda.
Si no existe ese padre, se retorna NULL, t era el nodo con valor maximo
Si tiene subarbol derecho, el sucesor es el minimo del subarbol derecho.

Revisar el algoritmo para los diferentes nodos del arbol de la Figura 6.31, especialmente para
los nodos con claves 4 y 9. En este Gltimo caso debe asumirse que se ha definido que el padre
de la raiz tiene valor NULL.

pnodo Sucesor(pnodo t)
{ pnodo p;
if (1==NULL) return(NULL); //si arbol vacio retorna NULL
if (t->right == NULL)
{ p =t->padre; //p apunta al padre de t
while( p!=NULL && t == p->right)
{t=p; p=t->padre;} //se asciende
return(p); //
}

else
return( BuscaMinimo (t->right) ); //busca minimo en subarbol derecho.
}

Como en peor caso debe ascenderse un trayectoria del nodo hacia la raiz, el costo sera O(a),
donde a es la altura del arbol.

6.6.3.5. Nodo descendiente del subarbol izquierdo con mayor valor de clave.
Basta intercambiar left por right y viceversa en el disefio desarrollado en 6.6.3.3.
6.6.3.6. Predecesor.

El codigo de la funcién predecesor es la imagen especular del codigo de sucesor.
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6.6.3.7. Buscar

Es una de las operaciones mas importantes de esta estructura. Debido a la propiedad de los
arboles binarios de busqueda, si el valor buscado no es igual al de nodo actual, s6lo existen dos
posibilidades: que sea mayor o que sea menor. Lo que implica que el nodo buscado puede
pertenecer a uno de los dos subarboles. Cada vez que se toma la decision de buscar en uno de
los subarboles de un nodo, se estan descartando los nodos del otro subarbol. En caso de arboles
balanceados, se descarta la mitad de los elementos de la estructura, esto cumple el modelo:

T(n) = T(n/2) +c, lo cual asegura costo logaritmico.

pnodo Buscarlterativo( pnodo t, int valor)

{
while (t!=NULL)

if (t->clave == valor ) return (t);

else {
if (t->clave <valor) t=t->right; //desciende por la derecha
else t = t->left; /ldesciende por la izquierda
}
}
return (t); /* NULL No lo encontr6*/

¥

Es preciso tener implementados los operadores de igualdad y menor que, en caso de que éstos
no existan en el lenguaje, para el tipo de datos de la clave. Por ejemplo si la clave es
alfanumérica (un string), una estructura, etc.

Complejidad de la busqueda.
Si T(a) es la complejidad de la basqueda en un arbol de altura a.

En cada iteracion, el problema se reduce a uno similar, pero con la altura disminuida en uno, y
tiene costo constante el disminuir la altura.

Entonces:
T(a) = T(a-1)+O(1) con T(0) =0

La solucion de esta recurrencia, es:
T(a) = a*0(1) = 6(a)

Pero en arboles de busqueda se tiene que: log,n<a<n

Entonces: O(log,n) <T(a) <0(n)
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pnodo BuscarRecursivo( pnodo t, int valor)

{
if (t==NULL) return (NULL); /* &rbol vacio o hijo de hoja */
else {
if (t->clave == valor) return(t); /* lo encontr6 */
else {

if (t->clave > valor ) t = BuscarRecursivo ( t->left, valor);
else t = BuscarRecursivo ( t->right, valor);

¥

return (t); /* ! Si se entiende esta linea, muestra que se entiende el disefio recursivo */

}

En caso de activarse una secuencia de llamados recursivos, los retornos de éstos, son pasados a
través de la asignacion a la variable t.

Pueden eliminarse las asignaciones y el retorno final, del disefio anterior, de la siguiente forma:
pnodo BuscarRecursivo2( pnodo t, int valor )

if (t==NULL) return (NULL); /* arbol vacio o hijo de hoja */

else {
if (t->clave == valor)
return (t); /* 1o encontrd */
else
if (t->clave > valor)
return ( BuscarRecursivo2 ( t->left, valor) );
else
return ( BuscarRecursivo2 ( t->right, valor)) ;
}
}

}

En caso de retorno nulo, no es posible determinar si no encontré el elemento buscado o si se
trataba de un arbol vacio.

6.6.4. Operaciones de modificacion

6.6.4.1. Insertar nodo
Disefo iterativo.

Primero se busca el sitio para insertar. Si el valor que se desea insertar ya estaba en el arbol, no
se efectlia la operacion; ya que no se aceptan claves duplicadas. Entonces: se busca el valor; y si
no estd, se inserta el nuevo nodo.
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Es preciso almacenar en la variable local g, la posicidn de la hoja en la que se insertara el nuevo
nodo. En la Figura 6.31.a, se desea insertar un nodo con valor 4; se muestra el descenso a partir
de la raiz, hasta encontrar el nodo con valor 3, que tiene subarbol derecho nulo.

Figura 6.31.a. Variables al salir del while.

typedef enum {left, right, vacio} modo;
pnodo Insertarlterativo(pnodo t, int valor)
{ pnodo g=t;
modo porlado=vacio;
while (t!= NULL)
{
if (t->clave == valor)
{/*1o encontr6, no inserta. No se aceptan claves repetidas en conjuntos*/
return (t);
}

else
{ a=t;
if (t->clave < valor) {t = t->right; porlado=right;}
else {t = t->left; porlado=left; }
}

[*Al salir del while g apunta al nodo donde se insertara el nuevo, y porlado la direccion */
/* El argumento t apuntaa NULL */

t = CreaNodo(valor); //se pega el nuevo nodo en t.

if (porlado==left) g->left=t; else if(porlado==right) g->right=t;

return (t); /* Apunta al recién insertado. Null si no se pudo insertar*/

¥

Si CreaNodo retorna un NULL, si no habia espacio en el heap, sin invocar a exit, se tendrd un
retorno nulo, si no se pudo insertar.

Si p y raiz son de tipo pnodo, el siguiente segmento ilustra un ejemplo de uso de la funcién,
considerando la insercion en un éarbol vacio:

if (raiz==NULL) raiz=Insertarlterativo(raiz, 4);
else if ( (p=Insertarlterativo(raiz, 4))==NULL ) printf(“error”);

Dejando en p el nodo recién ingresado, o el ya existente con ese valor de clave.
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Se recorre una trayectoria de la raiz hasta una hoja. Entonces, si a es la altura, la complejidad de
la insercion es: T(a).

Una alternativa al disefio iterativo, es mantener un puntero al puntero izquierdo o derecho, en la
posicién para insertar. En la descripcion del descarte iterativo se dan explicaciones mas
completas sobre la variable local p, que es puntero a un puntero.

En la Figura 6.31.b, se desea insertar un nodo con valor 4; se muestra el descenso a partir de la
raiz, hasta encontrar el nodo con valor 3, que tiene subarbol derecho nulo. Nétese que p queda
apuntando a un puntero.

pnodo Insert2(pnodo t, int valor)
{ pnodo *p = &t;
while (*p 1= NULL) {
if (*p)->valor < valor) p = &((*p)->right);
else if ((*p)->valor > valor) p = &((*p)->left);
else { /* Ya estaba. No hace nada */
return (*p);

¥

return( *p = getnodo(valor) );

Figura 6.31.b. Variables al salir del while.
La insercién en un arbol vacio debe condicionarse, para poder escribir en la variable externa,
denominada raiz. Si p y raiz son de tipo pnodo, el siguiente segmento ilustra el uso de la
funcion, considerando la insercion en un arbol vacio:

if (raiz==NULL) raiz=Insert2(raiz, 4);
else if ( (p=Insert2(raiz, 4))==NULL ) printf(“error”);

Dejando en p el nodo recién ingresado, o el ya existente con ese valor de clave.
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Disefio recursivo.

pnodo InsertarRecursivo( pnodo t, int valor)

if (t ==NULL) t = CreaNodo(valor); //insertar en arbol vacio o en hoja.
else
if (valor < t->clave) //insertar en subarbol izquierdo.
t->left = InsertarRecursivo(t->left, valor);
else
if (valor > t->clave) //insertar el subarbol derecho
t->right = InsertarRecursivo (t->right, valor);
/* else: valor ya estaba en el arbol. No hace nada. */
return(t);

¥

La insercion en un arbol vacio debe poder escribir en la variable externa, denominada raiz. El
siguiente segmento ilustra el uso de la funcion:

raiz=InsertRecursivo(raiz, 4);

Debe notarse que se reescriben los punteros de los nodos que forman la ruta de descenso, lo cual
es una sobrecarga de trabajo innecesario, salvo que el ltimo retorno escribe en la raiz. Si desea
conocerse si CreaNodo falla, retornando NULL, habria que comentar la excepcion o salir del
programa.

Trayectoria en el descenso.

Veremos que en el algoritmo recursivo, la trayectoria recorrida desde la raiz hasta la posicion
para insertar queda registrada en el stack.

En el arbol de la Figura 6.32, se especifican los valores de los punteros, y se desea insertar un
nodo con clave igual a 7.
raiz

Figura 6.32. Trayectorias en llamados recursivos.

Se ilustra el stack, después del llamado: InsertarRecursivo(raiz, 7)
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t | valor | Llamado numero
t0 7 1

Figura 6.33. Stack después de InsertarRecursivo(raiz, 7).

Al ejecutarse el codigo de la funcion, se determina que 7 es mayor que 5, y se reinvoca
(segundo llamado) con los valores: InsertarRecursivo (t1, 7); después del llamado, el stack
puede visualizarse:

t | valor | Llamado nimero
t0 7 1
tl 7 2

Figura 6.34. Stack después de InsertarRecursivo(tl, 7).

Al ejecutarse el codigo de este segundo Ilamado se determina que 7 es menor que 8 y se genera
un tercer llamado a la funcion con: InsertarRecursivo (t3, 7); después de este tercer llamado, el
stack queda:

t | valor | Llamado nimero
to 7 1
tl 7 2
t3 7 3

Figura 6.35. Stack después de InsertarRecursivo(t3, 7).

Al ejecutar el codigo del tercer llamado, se determina que 7 es mayor que 6, y se produce el
cuarto llamado: InsertarRecursivo (t3->right, 7); si denominamos por t4 al valor t3->right, el
esguema que muestra las variables en el stack, queda como sigue:

t | valor | Llamado niimero
t0 7 1
tl 7 2
t3 7 3
t4 7 4

Figura 6.36. Stack después de InsertarRecursivo(t3->right, 7).

Al iniciar la ejecucion del codigo del cuarto Ilamado, se tiene en el stack los valores de los
punteros que recuerdan la trayectoria del descenso hasta la posicion de insercion. Al ejecutar
el codigo del cuarto llamado se determina que t4 es un puntero nulo, con lo cual, se crea el nodo
y se retorna en t (que es t4, la cuarta encarnacion de t) el valor de un puntero al nodo recién
creado. En este momento se sale del cuarto Ilamado y el stack queda:
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t | valor | Llamado nimero
t0 7 1
tl 7 2
t3 7 3

Figura 6.37. Stack después del retorno del cuarto llamado.
Se regresa a la ejecucion del codigo del tercer llamado, efectuando la asignacion:
t->right= <valor del puntero retornado t4>
Pero como, dentro del tercer llamado, t tiene el valor de t3, esta instruccion pega efectivamente

el nuevo nodo. Esta instruccion es la Gltima del tercer llamado, con lo cual termina retornando el
valor t3. El stack queda ahora:

t | valor | Llamado nimero
t0 7 1
tl 7 2

Figura 6.38. Stack después del tercer retorno.

Y reanudamos la ejecucion del segundo llamado, que habia quedado pendiente. Efectuando la
asignacion:

t->left = <valor retornado de t por el tercer llamado t3>
Sobrescribiendo un valor igual al existente, copia en t1->left el valor de t3. Obviamente esta
escritura es un costo adicional de la recursividad. Terminando asi el segundo llamado, el cual
retorna el valor de t1.

El stack queda:

t | valor | Llamado namero
t0 7 1

Figura 6.39. Stack después del retorno del segundo llamado.
Y se reanuda la ejecucion, efectuando:

t->right = <valor retornado de t por el segundo llamado. t1>
La cual sobrescribe, nuevamente en forma innecesaria en t0->left el valor de t1.
De esta forma finaliza, recién, la primera invocacion, retornado el valor de t0.

La expresion: InsertarRecursivo(raiz, 7), después de ejecutada, tiene el valor de t0.
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Entonces la forma de invocar a esta funcion es:
raiz=InsertarRecursivo(raiz, 7);
De este modo la insercidn en un arbol vacio, liga correctamente el nodo agregado.

Si el valor del nodo que se desea insertar es igual a uno ya perteneciente al arbol, el llamado
también retorna t0.

Si el llamado a CreaNodo falla por no disponer de memoria en el heap, y en su disefio se
hubiera retornado un NULL (sin invocar a exit) no habria forma de conocer que la insercion
fallo.

El disefio recursivo recorre desde la raiz hasta el punto de insercion, quedando la ruta de
descenso en el stack; luego de la insercion, recorre la ruta en sentido inverso; lo cual permite
agregar alguna operacion a los nodos involucrados. La accion debe realizarse antes del retorno.
Ver el punto 6.6.5.11 Insercion en la raiz.

La operacidn insertar en el lugar de la raiz, es mas compleja, ya que requiere modificar el arbol.
Requiere primero insertar el nodo, y luego efectuar rotaciones para llevar ese nodo al lugar de la
raiz, preservando la propiedad de un arbol binario de bisqueda. También se puede implementar
si se dispone de una funcion que parta un arbol en dos (split).

6.6.4.2. Descartar nodo
Descarte recursivo.

Primero se busca el nodo cuyo valor de clave es igual al valor pasado como argumento. Si no lo
encuentra retorna NULL. Si lo encuentra, la operacion requiere mayor analisis, ya que se
producen varios casos. Lo importante es mantener la vinculacion entre el resto de los elementos
del arbol.

a) El nodo que se desea descartar es una hoja.

En este caso, la operacion es trivial, basta escribir un puntero con valor nulo. La estructura se
conserva.

Figura 6.40. Descartar hoja
b) El nodo que se desea descartar es un nodo interno.

i) con un hijo
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En este caso, el padre debe apuntar al nieto, para conservar la estructura de arbol. Ya sea que
s6lo tenga hijo derecho o izquierdo. Esto implica mantener un puntero al padre, en el descenso.

t t

Figura 6.41. Descartar nodo con un subarbol

ii) con dos hijos.

I D

Figura 6.42. Descartar nodo con dos hijos.

Para conservar la estructura del arbol, se debe buscar I, el mayor descendiente del hijo
izquierdo; o bien D, el menor descendiente del hijo derecho. Luego reemplazar la hoja obtenida
por el nodo a descartar. Se implementa la operacion buscando D.

pnodo Descartar(pnodo t, int valor)
{ pnodo temp;
if (t == NULL) printf("Elemento no encontrado\n");
else
if (valor < t->clave) /* por la izquierda */
t->left = Descartar(t->left, valor);
else
if (valor > t->clave) /* por la derecha */
t->right = Descartar(t->right, valor);
else /* se encontr0 el elemento a descartar */
if (t->left && t->right) /* dos hijos */

/* reemplézelo con el menor del subérbol derecho. D*/
temp = MenorDescendiente(t->right) ;
t->clave = temp->clave; //copia el nodo
t->right = Descartar(t->right, temp->clave); /*borrar la hoja */
¥
else
{ /* un hijo o ninguno */
temp =t;
if (t->left == NULL) /* s6lo hijo derecho o sin hijos */
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t = t->right;

else
if (t->right == NULL) /* solamente un hijo izquierdo */

t = t->left;
free(temp); /*libera espacio */
}
return(t);
}

La complejidad del descarte de un nodo es mayor que la insercion o la busqueda.

La operacion puede implementarse en forma iterativa.
Descarte iterativo.

En algoritmos iterativos, es preciso mantener la informacion de la trayectoria del descenso en
una variable auxiliar; en los algoritmos recursivos, se mantiene esa informacion en el stack.
Bastaria tener dos punteros, uno al nodo actual, y otro al anterior; sin embargo existe la
dificultad, a diferencia de listas simplemente enlazadas, de que el anterior podria ser un
descenso por la izquierda o por la derecha. Para solucionar lo anterior, se mantiene un puntero
al puntero anterior.

Veamos una ilustracion, para mantener un puntero a un puntero al anterior:

Si se tiene la definicion e inicializacién: pnodo *p = &t;

Figura 6.43. Puntero a puntero a nodo.

Entonces (*p)->clave tiene el valor de la clave A. Note que *p equivale a la variable t.
Si se efectua la asignacion: p = &((*p)->right); se modifica el diagrama segun:

Figura 6.44. Memorizacion de trayectoria de descenso.

Ahora *p contiene la direccion del puntero ilustrado como g en el diagrama.
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La asignacion: p = &((*p)->left); deja a p apuntando al puntero izquierdo del nodo con valor A.
Con estos conceptos se elabora el siguiente algoritmo iterativo.

pnodo Descartelterativo(pnodo t, int valor)

{
pnodo *p = &t;
pnodo temp;
while (*p 1= NULL) {
if (*p)->clave < valor) p = &((*p)->right);
else if ((*p)->clave > valor) p = &((*p)->left);
else { /* La encontro */
if (*p)->left == NULL) {temp = *p; *p = (*p)->right; free(temp); }
else if ((*p)->right == NULL) {temp = *p; *p = (*p)->left; free(temp);}
else /* Tiene ambos hijos */
*p = Descarte_Raiz(*p);
return t;
}
}
Error(); /*No encontrd nodo con clave igual a valor */
return t;
}

El descarte de la raiz, o de un nodo con dos hijos, estd basado en encontrar el menor
descendiente del hijo derecho, o el mayor descendiente del hijo izquierdo.

pnodo Descarte_Raiz(pnodo t)
{
pnodo *p = NULL, temp;
if (rand()%2) { /*Existen dos soluciones */
/* Busca mayor descendiente del subarbol izquierdo */
p = &(t->left);
while ((*p)->right 1= NULL)
p = &((*p)->right);
}else {

/* 0 Busca menor descendiente del subarbol derecho */
p = &(t->right);
while ((*p)->left '= NULL)
} p = &((*p)->left);
t->clave = (*p)->clave; /*copia los valores del encontrado en la raiz. */
if (*p)->left == NULL) {
temp = *p;
*p = (*p)->right;
} else { /* ((*p)->right == NULL) */
temp = *p;
*p = (*p)->left;
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}
free(temp);

return t;

}
6.6.4.3. Descartar arbol

Debe notarse que primero deben borrarse los subarboles y luego la raiz.

pnodo deltree(pnodo t)

{
if (t!'=NULL) {
t->left = deltree(t->left);
t->right = deltree(t->right);
free(t);
}
return NULL;
}

6.6.5. Otras operaciones

6.6.5.1. Profundidad del arbol.

int Profundidad(pnodo t)
{
int left=0, right = 0;
if(t==NULL) return 0; //Si arbol vacio, profundidad 0
if(t->left '= NULL) left = Profundidad(t->left); //calcula profundidad subarbol izg.
if(t->right '= NULL) right = Profundidad(t->right); //calcula profundidad subarbol der.
if( left > right) //si el izq tiene mayor profundidad
return left+1; //retorna profundidad del subarbol izq + 1
else
return right+1; //retorna profundidad del subarbol der + 1

}

El algoritmo se ha descrito mediante los comentarios.
6.6.5.2. Altura del &rbol.

int Altura(pnodo T)
{ inth, max;
if (T ==NULL) return-1;
else {
h = Altura (T->left);
max = Altura (T->right);
if (h > max) max = h;
return(max+1);
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6.6.5.3. Contar hojas

int NumerodeHojas(pnodo t)

{ inttotal =0;
//Si &rbol vacio, no hay hojas
if(t==NULL) return 0;
/I Si es hoja, la cuenta
if(t->left == NULL && t->right == NULL) return 1;
/lcuenta las hojas del subarbol izquierdo
if(t->left!= NULL) total += NumerodeHojas(t->left);
/lcuenta las hojas del subarbol derecho
if(t->right!=0) total += NumerodeHojas(t->right); //
return total; //total de hojas en subérbol

¥

Nuevamente el algoritmo esté descrito a través de los comentarios.
6.6.5.4. Contar nodos del arbol.

int ContarNodos(pnodo t)

{
if (t == NULL) return O;
return (1 + ContarNodos(t->left) + ContarNodos(t->right) );

¥

6.6.5.5. Contar nodos internos.

Tarea

6.6.5.6. Contar nodos con valores menores que un valor dado.
Tarea

6.6.5.7. Partir arbol.

Algoritmo iterativo, con pasos por referencia.
La descripcion de las funciones split y join, son buenos ejemplos para mostrar si se domina el
concepto de punteros en el lenguaje C.

pnodo split(int key, pnodo t, pnodo *1, pnodo *r)
{
while (t I= NULL && t->clave != key) {
if (t->clave < key) {
*| =t;
t = t->right;
I = &((*I)->right);
Yelse {
*r=t;
t = t->left;
r = &((*r)->left); //plop
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if (t==NULL) {
*| = NULL,;
*r=NULL;

} else { /* t->clave == key */
*| = t->left;
*r = t->right;

}

return t;

}

6.6.5.8. Insertar nueva raiz.

pnodo InsertarRaiz(int key, pnodo t)
{
pnodo I, r;
t = split(key, t, &I, &r);
if (t==NULL) {
t = CreaNodo(key);
t->left=1;
t->right =r;
}else {
t->left=1;
t->right =r;
Error();
}

return t;

}
6.6.5.9. Unir dos arboles.

Los arboles que deben ser unidos cumplen las siguientes relaciones de orden: a<A<b y d<D<e
y tal que b<d. Podrian ser dos arboles que se generan al eliminar la raiz de un arbol binario de
busqueda.

Al inicio se tienen las siguientes variables
p t

I I e f

(%) ()
VANIVANEVANIVON

Figura 6.45. Variables en unir dos subarboles.

Si los dos subarboles no son vacios, en la primera iteracion se da valor inicial a t, la variable de
retorno que apuntard a la nueva raiz. Esta puede ser | o r, dependiendo del azar.

Luego se mantiene en p: la direccion del puntero derecho de la raiz, si comienza por el subarbol
izquierdo; o la direccion del puntero izquierdo de la raiz, si comienza por el subarbol derecho.
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Finalmente cada iteracion finaliza haciendo descender | por la derecha o r por la izquierda.

En el supuesto que comienza por el subarbol izquierdo, la situacion luego de la primera
iteracion del while, efectuando la parte del if, es:

Figura 6.46. Parte del if dentro del while.

Si en la segunda iteracion, realiza la parte del else, después de efectuado éste, queda:
t

Figura 6.47. Parte del else dentro del while.

Lograndose que | y r apunten a dos subarboles. Se repite el while, hasta que uno de los dos
subarboles quede vacio. La alternativa final, pega el subarbol restante, a la estructura.

La solucidn trivial de agregar el subarbol derecho al nodo con valor mayor de clave del subarbol
cuya raiz es |, alarga la altura en la suma de las alturas individuales. Lo mismo ocurre si se une |
al menor elemento de r.

Figura 6.48. Unidn de los érboles.
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La solucion, propuesta a continuacion, intenta disminuir la altura total del nuevo arbol.

pnodo join(pnodo |, pnodo r)

{
pnodo t = NULL,;

pnodo *p = &t;
while (I '= NULL && r '=NULL) {
if (rand()%2) { //caray sello.
*p = |1
p = &((*p)->right);
| = I->right;
}else {
*p =r;
p = &((*p)->left);
r =r->left;
}
}
if I ==NULL) *p=r,
else /* (r==NULL) */ *p=1;
return t;

}

La operacion de descartar la raiz, DescartarRaiz, también puede implementarse en base a la
funcion join, que une dos arboles conservando la propiedad de arbol binario de basqueda.

La operacion de descartar la raiz y pegar los subarboles, se ilustra a continuacion.

pnodo DescartarRaiz(pnodo t)

{ pnodo temp =1t;
t = join(t->left, t->right);
free(temp);
return t;

}

Las rutinas split y join usan intensivamente punteros. Entenderlas es un indicador que esos
conceptos y sus principales usos han logrado ser dominados.

6.6.5.10. Rotaciones

Rotaciones simples a la izquierda y a la derecha
Un esquema de las variables, que permiten disefiar las funciones, se ilustra en las Figuras 6.49 y
6.50.
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pnodo Irot(pnodo t)

{ pnodo temp=t;
t = t->right;
temp->right = t->left;
t->left = temp;
return t;

}

pnodo rrot(pnodo t)

{ pnodo temp = t;
t = t->left;

temp->left = t->right;
t->right = temp;
return t;

}

Las siguientes funciones son mejores que las anteriores, ya que tienen una asignacion menos,
s6lo escriben en tres punteros.

/* Rotacion Izquierda*/

pnodo rotL(pnodo t)

{ pnodo temp = t->right;
t->right = temp->left;
temp->left = t;
return ( temp);

o O
/N (B OEN
VANIVANIVANIVAN

antes después

Figura 6.49. Rotacidn izquierda.

/* Rotacion derecha*/

pnodo rotR(pnodo t)

{ pnodo temp = t->left;
t->left = temp->right;
temp->right = t;
return (temp);
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temp

ONVANIVANEO
VANRVON VANV

antes después

Figura 6.50. Rotacion derecha.

Las rotaciones pueden cambiar la forma del arbol, pero no la relacion de orden; en el caso de las
figuras anteriores se preserva la relacion: a<A<b<B<c.

Solamente afectan a los nodos rotados y sus hijos inmediatos, los ancestros y los nietos no son
modificados.

Pueden disefiarse funciones que pasen argumentos por referencia. Se ilustra el disefio de la
rotacion simple a la derecha:

void rightRotRef( pnodo * t) //por referencia
{ pnodo temp = (*t)->left;

(*t)->left = temp->right;

temp->right = *t;

*t =temp; //modifica la variable pasada por referencia
¥

En este caso se debe pasar la direccién de la variable donde debe escribir la funcién.

rightRotRef( &(root->right));
S
OO OO

ONRO ONNO
® @

Figura 6.51. Ejemplo de Rotacién derecha de nodos 4-6.
El diagrama a la derecha ilustra la rotacion efectuada, la raiz no cambia.

En el disefio basado en retornos por punteros, es preciso escribir en una variable, mediante el
retorno de la funcion.

La siguiente asignacion realiza la misma accién que la invocacion al procedimiento anterior.
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root->right=rotR(root->right);
6.6.5.11. Insercion en la raiz.

En la insercién comun en un arbol binario de busqueda, los elementos recién insertados quedan
alejados de la raiz, lo que implica que toma mas tiempo encontrar los elementos insertados méas
recientemente. Lo cual puede ser un inconveniente si en la aplicacion los elementos recién
insertados tienden a ser buscados mas a menudo que los insertados hace mas tiempo; es decir si
existe localidad temporal en las referencias.

La insercién en la raiz coloca el nodo que sera insertado en la posicion de la raiz actual. De este
modo los nodos mas recientemente insertados quedan mas cercanos a la raiz que los mas
antiguamente insertados.

Para mantener la propiedad del arbol binario de bisqueda, se inserta de manera convencional,
como una hoja, y luego mediante rotaciones se lo hace ascender a la posicion de la raiz.

En el diagrama, se ilustra la insercién de un nodo con valor de clave 5, en la posicion de una
hoja. Luego se lo hace ascender, rotando el par 4-5 a la izquierda; luego el par 5-6 a la derecha;
y finalmente el par 2-5 a la izquierda.

Figura 6.52. Insercion de nodo con clave 5 en la raiz.

El algoritmo esta basado en observar que cuando se desciende por la izquierda desde un nodo n,
durante la busqueda para insertar, se debe rotar hacia la derecha en n. Y si se desciende por la
rama derecha, ese nodo debe rotarse hacia la izquierda. En el nodo con clave 6, se descendi6 por
la izquierda; luego el nodo 6 se rota a la derecha.

A medida que se desciende, para buscar la posicién para insertar, se registra el nodo; luego

después de la insercion, se retorna a cada uno de estos nodos, en orden inverso, y se realiza la
rotacion.
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[*Inserta un nodo y lo convierte en la nueva raiz */
pnodo InserteRaiz(pnodo t, int valor)

{
if (t == NULL) return ( CreaNodo(valor);)

if (valor < t->clave)

{

t->left = InserteRaiz(t->left, valor);
t = rotR(t);
}

else {
t->right = InserteRaiz(t->right, valor);
t = rotL(t);
¥

return t;

}

6.6.5.12. Imprimir la forma del arbol.

Las dos rutinas siguientes permiten desplegar un arbol, y pueden ser tiles para verificar las
funciones que los manipulan.

void printNodo(pnodo t, int h)

{ inti;
for(i=0; i<h; i++) putchar(‘\t’); //se emplean tabs para desplegar niveles.
if(t==NULL) {putchar(‘*”) ; putchar(‘\n’) ;}
else printf(“%d\n”, t->clave);

}

void Mostrar(pnodo t, int h)

if(t==NULL) printNodo(t, h);
else {Mostrar(t->right, h+1) ; printNodo(t, h); Mostrar(t->left, h+1);}
¥

*

*
(2 3~fwr]
6
*
ONNO ‘

ONNG P
e *

Figura 6.53. Impresion de la forma de un arbol.
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La ejecucién de Mostrar(root,0); muestra un ejemplo del despliegue de un arbol cuyo diagrama
se ilustra en la Figura 6.53 izquierda.

Problemas resueltos.
P6.1.

Para la siguiente estructura de un nodo de un arbol binario de busqueda:
typedef struct tnode
{ intvalor;
char *v; //se apunta a un string
struct tnode *left, *right;
} nodo, * pnodo;

a) Disefiar funcién que borre el subarbol apuntado por t, liberando todo el espacio que haya sido
solicitado en forma dindmica.

b) Disefiar funcion que cuente en el subéarbol, apuntado por t, los nodos que tengan valores
menores o iguales que k.

Solucién.
a) Puede disefarse considerando:

Si el subarbol es vacio, retorna NULL

Si no es vacio: Borra subarbol izquierdo y luego el derecho; después de lo cual borra el nodo.
Previo a borrar el nodo; es decir, antes de borrar el puntero v, debe consultarse si existe un
string, en caso de haberlo, se borra éste primero, y luego el nodo.

Una posible implementacion es la siguiente:

pnodo BorrarArbol(pnodo t)

{
if (t'=NULL) {
t->left = BorrarArbol (t->left);
t->right = BorrarArbol (t->right);
if (t->v != NULL) free(t->v);
free(t);
¥
return NULL;
}

Es preciso que la funcién retorne un puntero a nodo, para pasar los datos de los retornos de los
Ilamados recursivos. EI esquema anterior, borra primero las hojas. El recorrido del arbol es
subarbol izquierdo, subarbol derecho y finalmente la raiz ( en orden).

Para agregar un string s a un nodo apuntado por t, puede emplearse:
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#include <string.h>
char * ColocaString( pnodo t, char * s)
if ((t->v = (char *) malloc( (strlen(s)+1)*sizeof(char) ) ) !I= NULL ) strcpy( t->v, s);

return ( t->v);
¥

El espacio adicional se requiere debido a que strlen retorna el largo del string, sin incluir el
caracter de fin de string.

La function retorna NULL, si no pudo pegar el string al nodo, en caso contrario retorna un
puntero al inicio del string.

b) Contar en subérbol apuntado por t los nodos, que tengan valores menores o iguales que el
valor entero k.

int ContarMenor_o_Igual(pnodo t, int k)

{
if (t == NULL) return 0; //Si es subarbol nulo, no lo cuenta
else
if (t->valor < k)
{ // Si el valor es menor que k, contar el nodo y ademas los de ambos subarboles
return (1 + ContarMenor_o_Ilgual (t->left,k) + ContarMenor_o_Igual (t->right,Kk) );
¥
else
if (t->valor == k)
{ /I Si valor igual a k, contar el nodo y ademas sélo los del subarbol izquierdo
return (1 + ContarMenor_o_lgual (t->left, k) );
}
else
{ /I Si valor mayor que k, contar sélo los nodos del subarbol izg. Sin incluirlo
return ( ContarMenor_o_Igual (t->left, k) );
}
}

El valor retornado por la funcién corresponde al nimero de nodos que cumplen la condicidn.
P6.2.

1. Se tiene el siguiente arbol de busqueda.

a) ¢Cuadles son los 6rdenes posibles en los que llegaron las claves para formar el arbol?.

b) En un listado post-orden quienes figuran antes y después del valor 6.

¢) En un listado post-orden quienes figuran antes y después del valor 2.

d) Dibujar el arbol, luego de: insertar el nodo con valor 5, y descartar los nodos con valores 4 y
luego el 7. Indicar alternativas de solucion, si las hubiera.
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Figura P6.1.

Solucion.

a) Llega primero el 7. Luego pueden llegar el 3 0 el 8. Luego del 3 pueden llegar el 1 0 el 4. El
2 debe llegar después del 1; y el 6 después del 4.

b) 21 6 4 3 8 7. El 1antesdel 6,y el 4 luego de éste.

c) El 2 es el primero, luego viene el 1. No hay nada antes del 2, ya que es el primero.

d) Luego de insertar el 5y descartar el 4, se tienen dos posibles soluciones para descartar el

nodo con valor 7:

Figura P6.2.

P6.3.

Para un &rbol binario de busqueda, disefiar una funcion, con el siguiente prototipo:
int trayectoria(pnodo t, int valor);

Retorna 1 si lo encontro, 0 si arbol vacio o no lo encontré.

a) Que imprima la trayectoria desde el nodo con clave igual al argumento valor hasta la raiz, si
éste se encuentra en el arbol, y “no encontrado” en caso contrario.

b) Discuta la forma de disefio, si se desea imprimir los valores de los nodos desde la raiz, hasta
el nodo que tiene igual valor de clave que el argumento dado.

Solucién.
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a) El disefio recursivo almacena en el stack los punteros a los nodos en la ruta de descenso desde
la raiz al nodo con el valor buscado, si éste se encuentra en el arbol. Si no se encuentra el valor
buscado, se desciende hasta encontrar un valor nulo. Entonces debe descenderse, pero no
imprimir si se llega a sobrepasar una hoja en el descenso.

Un disefio posible es mediante una variable flag, para indicar si debe 0 no imprimirse los
valores, luego de los retornos de la funcion recursiva.

static int flag=0;
int imprimetrayectoria(pnodo t, int valor)
{ if (t==NULL)
{ printf("\nArbol vacio o no lo encontr6'\n");
flag=0; return(flag);
}
else
if (valor < t->valor)
{ imprimetrayectoria(t->left,valor);
if(flag==1) printf(" %d", t->valor);

else
if (valor > t->valor)
{ imprimetrayectoria(t->right,valor);
if(flag==1) printf(" %d", t->valor);

else /* lo encontro. */
{ printf(*\n%d", t->valor);
flag=1;

return(flag);

No es necesaria la variable flag, ya que se puede emplear el retorno entero de la funcion, como
puede apreciarse en el siguiente disefio:

int trayectoria2(pnodo t, int valor)
{ if (t==NULL)
{ printf("*\nArbol vacio o no lo encontré!\n"); return(0); }
else
if (valor < t->valor)
{ if( trayectoria2(t->left,valor)) printf(" %d", t->valor); }
else
if (valor > t->valor)
{if( trayectoria2(t->right,valor)) printf("* %d", t->valor);}
else /* lo encontro. */
{ printf("\n%d", t->valor); return(1); }
return(l);

El stack es lifo.
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b) La impresion desde la raiz hasta el nodo con el valor buscado, puede resolverse empleando
una cola. Se encolan los valores desde la raiz, pero considerando que si se llega a un puntero
nulo, no deben imprimirse. Es més directo en este caso un disefio iterativo.

int Implterativo(pnodo t, int valor)
{
creacola();
while (t 1= NULL)
{ if (t->valor==valor)
{ encole(); putchar('\n"); /*lo encontr6*/
imprimacola(); return (1),

else
{ encole(); /ffifo
if (t->valor < valor) t =t->right; else t = t->left;

}
}
/*Al salir del while es arbol vacio o no lo encontr6 */
if(plista->next==NULL) printf("\nArbol vacio!");
else { printf("\nNo lo encontrd!"); liberacola(); }
return (0);

}

Los tipos y macros para manejar la cola:

typedef struct Inode
{ intvalor;
struct Inode *next;
} nodol, * pnodol;  //tipos de la cola
#define creacola() pnodol pfondo= malloc(sizeof(nodol)); \
pnodol plista=pfondo; \
plista->next=NULL;

#define encole()  pfondo->next=malloc(sizeof(nodol)); \
pfondo=pfondo->next; \
pfondo->next=NULL; \
pfondo->valor=t->valor;

#define imprimacola() while(plista->next!=NULL) \
{ pfondo=plista; plista=plista->next; \
printf(** %d " plista->valor); free(pfondo); \
}
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Cuando el valor no se encuentra, habria que liberar el espacio de la cola.
#define liberacola() while(plista->next!=NULL) \
{ pfondo=plista;plista=plista->next; free(pfondo); \
}

Otra solucion es reemplazar en el cédigo de la parte a), los printf por la accién de empujar los
valores a imprimir a un stack. Luego de terminada la funcion si el stack queda vacio, entonces la
clave no se encontro; si no esta vacio, se imprimen desde el tope. De esta forma se imprimen los
valores desde la raiz hasta la hoja encontrada.

Ejercicio propuestos.
E6.1.

Desarrollar programa que efectle listado postorden para multiarbol descrito por arreglos, con
hijo mas izquierdista y hermano derecho.

E6.2.

Para un arbol binario de busqueda, determinar procedimiento que escriba soélo las hojas.
a) Desde la hoja méas izquierdista hasta la hoja mas derechista.
b) Desde la hoja mas derechista hasta la hoja méas izquierdista.

E6.3.

Se tiene un arbol binario de busqueda.
typedef struct tnode
{
int valor;
struct tnode *left;
struct tnode *right;
} nodo, * pnodo;

Disefiar funcién no recursiva que borre la raiz de un subarbol, que se pasa como argumento y
retorne un puntero a la nueva raiz.
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